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Summary

Definigao :
A funcao de Weierstrass é definida pela seguinte série de Fourier :

flz) = > ja™cos(b"mx), onde a € (0,1) e b é um inteiro positivo fmpar tal que
ab>1+ %71’ .

Nova Demonstracao do Teorema de Weierstrass :

O nosso objetivo aqui é apresentar uma demonstragao do teorema de Weierstrass
usando apenas nogoes relativas as séries de Fourier.

Teorema de Weierstrass :

A funcao dita de Weierstrass definida por :

W(z) = 307 b"cos(a™rz), onde b € (0,1) e a é um inteiro positivo fmpar tal que
ab>1+ %71' , é continua em R e nao diferencidvel em qualquer ponto.

Demonstracao do Teorema de Weierstrass :

Continuidade de W :

Observe que :

b € (0,1) implica o0 b" = 115 < cc.

Isso junto com sup,cr|b™ cos(a™mz)| < b™ nos permite estabelecer , usando o Weierstrass
M —test , que Y > b" cos(a"wx) converge uniformemente para W(z) em R .

A Continuidade de W vem entao da convergéncia uniforme das séries.

(Definicao 2.41 e Teorema 2.59 do livro Harmonic Analysis:From Fourier to Wavelets)

Nao Diferenciabilidade de W (em qualquer ponto) :

Aqui, usamos os lemas 3.2 e 3.3 do Capitulo 4 do livro de ”Shakarchi”
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Quando:

2N = b", entao

Aoy (W) — An(W) = b" cos(a"mx);

Supondo que W ¢ diferenciavel em g, obtemos o seguinte resultado :
Aon (W) (x0) — AN (W) (x9) = (b cos(a"mx)) = O(log N),

ou seja,

|(ab)™sen(a™(xo + h))| = O(log N), onde |h| < ¢/N.

Para obter a contradigao, precisamos apenas escolher h < de modo que:
[sen(a™(zo + h))| = 1;

Tomando:

[h] = [o1/a™,

onde

d=n(k+1/2) —a"xg,

para algum k € Z, temos:

[(ab)"sen(a™(xq + h))| = (ab)™ — o0

quando n — oo

pois

ab>1+ %7‘(’ .

”Contradicao”,

pois :
[(ab)"sen(a™(xo + h))| = O(log N).

Portanto, W nao é diferencidavel em xgq .
Como zg € R é arbitrario,
temos queWW nao é diferencidvel em qualquer ponto.

Conclusao :

A funcao de Weierstrass W é continua em todos os pontos de
R mas nao é diferencidvel em qualquer ponto de R.
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